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INVARIANCE DE LA K -THE´ORIE
PAR E´QUIVALENCES DE´RIVE´ES
DENIS-CHARLES CISINSKI
Re´sume´. Ces notes ont pour but de de´montrer que tout foncteur exact a`
droite entre cate´gories de Waldhausen raisonnables, induisant une e´quivalence
au niveau des cate´gories homotopiques, de´finit une e´quivalence d’homotopie
entre les spectres de K -the´orie correspondants. Cela ge´ne´ralise un re´sultat
bien connu de Thomason et Trobaugh. Les ingre´dients de de´monstration sont
une ge´ne´ralisation du the´ore`me d’approximation de Waldhausen et une ca-
racte´risation combinatoire simple des e´quivalences de´rive´es. On e´tudie par
ailleurs la localisation simpliciale des cate´gories de Waldhausen. On de´montre
qu’un foncteur (homotopiquement) exact a` droite induit une e´quivalence de
cate´gories homotopiques si et seulement s’il induit une e´quivalence au niveau
des localisations simpliciales. Cela permet de faire le lien avec la K -the´orie des
cate´gories simpliciales introduite par Toe¨n et Vezzosi.
Abstract. The aim of these notes is to prove that any right exact functor
between reasonable Waldhausen categories, that induces an equivalence at the
level of homotopy categories, gives rise to a homotopy equivalence between
the corresponding K -theory spectra. This generalizes a well known result of
Thomason and Trobaugh. The ingredients, for this proof, are a generaliza-
tion of the Waldhausen approximation theorem, and a simple combinatorial
caracterization of derived equivalences. We also study simplicial localization
of Waldhausen categories. We prove that a (homotopy) right exact functor
induces an equivalence of homotopy categories if and only if it induces an
equivalence of simplicial localizations. This allows to make the link with the
K -theory of simplicial categories introduced by Toe¨n and Vezzosi.
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Introduction
Le but de ces notes est de de´montrer que, tout foncteur exact a` droite entre
cate´gorie de Waldhausen raisonnables Φ : A −→ A′, et induisant une e´quivalence
de cate´gories HoA ≃ HoA′, induit une e´quivalence d’homotopie K (A) ≃ K (A′)
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(the´ore`me 2.15). Ce que nous appelons “cate´gorie de Waldhausen raisonnable” cor-
respond a` la notion de cate´gorie d’objets cofibrants ayant un objet nul (les facto-
risations n’e´tant pas ne´cessairement fonctorielles) et ve´rifiant de bonnes proprie´te´s
de saturation. La preuve de ce re´sultat d’invariance repose sur une description des
e´quivalences de´rive´es par une proprie´te´ d’approximation e´tudie´e dans le cadre plus
ge´ne´ral des cate´gories de´rivables dans [Cis08] (voir le the´ore`me 2.9), ce qui permet
de se ramener au the´ore`me d’approximation de Waldhausen, dont nous donnons
une nouvelle de´monstration (laquelle a aussi e´te´ de´gage´e, en substance, par Marco
Schlichting dans [Sch06]), qui n’utilise pas l’existence de factorisations fonctorielles.
Outre le the´ore`me de re´solution de Quillen [Qui73], le premier re´sultat dans la di-
rection de l’invariance de la K -the´orie par e´quivalences de´rive´es est bien entendu le
cas particulier ou` A et A′ sont des “cate´gories biWaldhausen compliciales”, et ou` Φ
est un foncteur complicial, de´montre´ par Thomason et Trobaugh [TT90] (voir aussi
une le´ge`re ge´ne´ralisation dans [DG99]). D’autre part, Dugger et Shipley [DS04] ont
ensuite de´montre´ un cas particulier de ce the´ore`me (lorsque A et A′ sont des sous-
cate´gories de Waldhausen de cate´gories mode`les et lorsque Φ est la restriction d’une
e´quivalence de Quillen de´finie au niveau des cate´gories de mode`les environnantes).
Sagave [Sag04], donne une preuve de ce re´sultat en faisant l’hypothe`se qu’en outre
A et A′ sont des sous-cate´gories de Waldhausen de cate´gories de mode`les, mais sans
restriction sur le foncteur Φ.
Toe¨n et Vezzosi [TV04] ont de´montre´, dans le cadre des “bonnes” cate´gories de
Waldhausen (sous-cate´gories de Waldhausen d’une cate´gorie de mode`les), l’inva-
riance de la K -the´orie par e´quivalences simpliciales. Ils ont aussi de´montre´ que la
K -the´orie d’une “bonne” cate´gorie de Waldhausen co¨ıncide avec la K -the´orie de sa
localisation simpliciale. Nous retrouvons ces re´sultat pour des cate´gories de Wald-
hausen un peu plus ge´ne´rales, en de´montrant qu’un foncteur exact a` droite induit
une e´quivalence simpliciale si et seulement s’il induit une e´quivalence au niveau des
cate´gories homotopiques (the´ore`me 3.25 et proposition 4.5).
On de´montre que la fonctorialite´ de la K -the´orie peut s’e´tendre au cas des fonc-
teurs homotopiquement exacts a` droite (proposition 4.3). On de´montre de plus que
l’on peut toujours strictifier les foncteurs homotopiquement exacts a` droite en des
foncteurs exacts a` droite (4.12). Cette me´thode de strictification montre par ailleurs
que toute cate´gorie de Waldhausen raisonnable est e´quivalente a` une sous-cate´gorie
de Waldhausen d’une cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale, et que tout foncteur
(homotopiquement) exact a` droite est e´quivalent a` la restriction d’un foncteur de
Quillen a` gauche simplicial.
Signalons enfin que Blumberg et Mandell [BM07] ont eux aussi e´tudie´ l’invariance
de la K -the´orie par e´quivalence de´rive´e, et e´tendu la fonctorialite´ de la K -the´orie
aux foncteurs homotopiquement exacts a` droite via une e´tude fine des localisa-
tions simpliciales des cate´gories de Waldhausen (dans le cadre des cate´gories de
Waldhausen avec factorisations fonctorielles).
1. Approximation forte
1.1. Suivant [TT90], on appelle cate´gorie de Waldhausen les cate´gories avec cofi-
brations et e´quivalences faible au sens de [Wal85].
Une cate´gorie de Waldhausen de´rivable est une petite cate´gorie d’objets cofi-
brants au sens de Brown [Bro73] admettant un objet nul. Autrement dit, c’est une
cate´gorie de Waldhausen satisfaisant l’axiome de saturation (cf. [Wal85, 1.2]), et
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telle que tout objet admette un cylindre (non ne´cessairement fonctoriel), ce qui
revient encore a` demander que toute fle`che u admette une factorisation de la forme
u = pi, i e´tant une cofibration, et p une e´quivalence faible. Toute cate´gorie de Wald-
hausen de´rivable est donc en particulier une cate´gorie de´rivable a` droite au sens de
[Cis08]. Par exemple toute cate´gorie de Waldhausen satisfaisant l’axiome de satu-
ration et l’axiome du cylindre (cf. [Wal85, 1.6]) est une cate´gorie de Waldhausen
de´rivable. On notera wA la sous-cate´gorie des e´quivalences faibles d’une cate´gorie
de Waldhausen A, et HoA sa cate´gorie homotopique (obtenue en inversant formel-
lement wA dans A).
La notion naturelle de morphisme de cate´gorie de Waldhausen de´rivable est celle
de foncteur exact a` droite au sens de [Cis08] (laquelle correspond a` celle de foncteur
exact au sens de [Wal85]).
Si A est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable, une sous-cate´gorie de Wald-
hausen de´rivable de A est une sous-cate´gorie de Waldhausen A′ de A (au sens
de [Wal85, 1.6]) dans laquelle toute fle`che u admet une factorisation de la forme
u = pi, i e´tant une cofibration, et p une e´quivalence faible. Il est imme´diat qu’une
telle cate´gorie de Waldhausen est en particulier de´rivable.
Proposition 1.2. Si A est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable, alors pour
tout ensemble ordonne´ fini E, la cate´gorie AE des foncteurs de E vers A est une
cate´gorie de Waldhausen de´rivable avec pour e´quivalences faibles (resp. cofibrations)
les morphismes qui sont des e´quivalences faibles (resp. des cofibrations) argument
par argument.
De´monstration. Il s’agit d’une spe´cialisation de l’e´nonce´ dual de [Cis08, corollaire
1.31]. 
1.3. Soient A une cate´gorie de Waldhausen de´rivable et E un ensemble ordonne´
fini. Un foncteur F : E −→ A est cofibrant au bord de x si la limite inductive
∂F (x) := lim−→y<x
F (y) est repre´sentable dans A, et si le morphisme canonique
∂F (x) = lim−→
y<x
F (y) −→ lim−→
y≤x
F (y) ≃ F (x)
est une cofibration. On dit que F est cofibrant sur les bords s’il est cofibrant aux
bords de tous les e´le´ments de E. On note AE∂ la sous-cate´gorie pleine de A
E forme´e
des foncteurs cofibrants sur les bords. Un morphisme F −→ G de AE∂ est une
cofibration borde´e si pour tout e´le´ment x de E, le morphisme canonique F (x)∐∂F (x)
∂G(x) −→ G(x) est une cofibration. Enfin, un morphisme F −→ G de AE∂ est une
e´quivalence faible si pour tout e´le´ment x de E, le morphisme F (x) −→ G(x) est
une e´quivalence faible de A.
Lemme 1.4. Soient A une cate´gorie de Waldhausen de´rivable, et E un ensemble
ordonne´ fini.
(a) Tout morphisme F −→ F ′ de AE dont la source est cofibrante sur les bords
admet une factorisation en une cofibration borde´e F −→ F ′′ suivie d’une
e´quivalence faible F ′′ −→ F . En particulier, pour tout foncteur F de E dans
A, il existe une e´quivalence faible F ′ −→ F dans AE dont la source est un
foncteur cofibrant sur les bords.
(b) Pour tout foncteur cofibrant sur les bords F de E vers A, et tous x ≤ y dans
E, le morphisme F (x) −→ F (y) est une cofibration.
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(c) Pour tout foncteur cofibrant sur les bords F de E vers A, lim−→F est repre´-
sentable dans A.
(d) Pour tout foncteur cofibrant sur les bords F de E vers A, et tout e´le´ment x
de E, le morphisme canonique F (x) −→ lim−→F est une cofibration.
(e) Si Φ : A −→ A′ est un foncteur exact a` droite vers une cate´gorie de Wald-
hausen, et si F est un foncteur de E vers A cofibrant sur les bords, alors il
en est de meˆme de ΦF , et le morphisme canonique lim−→ΦF −→ Φ lim−→F est un
isomorphisme (en particulier, lim−→ΦF est repre´sentable dans A
′).
De´monstration. L’assertion (a) re´sulte de la version de duale de [Cis08, proposition
1.29], l’assertion (b) de la version duale de [Cis08, corollaire 1.19], l’assertion (c) de
la version duale de [Cis08, proposition 1.18], l’assertion (d) de la version duale de
[Cis08, corollaire 1.20], et enfin l’assertion (e) de la version duale de [Cis08, lemme
3.1]. 
Proposition 1.5. Si A est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable, pour tout en-
semble ordonne´ fini E, AE∂ est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable avec les
de´finitions de 1.3. En outre, le foncteur d’inclusion AE∂ −→ A
E est exact a` droite,
et induit une e´quivalence de cate´gories canonique HoAE∂ ≃ HoA
E.
De´monstration. Il s’agit cette fois d’une spe´cialisation des versions duales de [Cis08,
the´ore`me 1.30 et corollaire 1.32]. 
1.6. Un ensemble simplicial X sera dit asphe´rique si le morphisme de X vers l’en-
semble simplicial final est une e´quivalence d’homotopie faible (i.e. si la re´alisation
ge´ome´trique de X est contractile). Nous rappelons le re´sultat d’alge`bre homoto-
pique classique suivant.
Lemme d’asphe´ricite´. Soit X un ensemble simplicial. Si pour tout ensemble
ordonne´ fini E, tout morphisme d’ensembles simpliciaux du nerf de E vers X est
simplicialement homotope a` un morphisme constant, alors X est asphe´rique.
De´monstration. Nous renvoyons le lecteur a` [Kan59] pour la de´finition des endo-
foncteurs de la cate´gorie des ensembles simpliciaux Sd, Ex et Ex∞. On sait que
si X est un ensemble simplicial, Ex∞X est un complexe de Kan ayant le meˆme
type d’homotopie que X. Par conse´quent, pour tout ensemble simplicial Y , les mor-
phismes de Y vers X dans la cate´gorie homotopique des ensembles simplicaux sont
les classes d’homotopie de morphismes d’ensembles simpliciaux de Y vers Ex∞X.
La remarque cle´ est la suivante : pour tout n ≥ 1 et tout k ≥ 1, la k-e`me subdi-
vision barycentrique du bord de ∆n, Sd
k ∂∆n, est le nerf d’un ensemble ordonne´
fini (voir, par exemple, [Cis06, Lemme 2.1.37]) ayant le type d’homotopie de la
sphe`re de dimension n − 1. Or tout morphisme σ : ∂∆n −→ Ex
∞X peut eˆtre
repre´sente´ par un morphisme de ∂∆n vers Ex
kX (ou` est k arbitrairement grand)
et donc, par adjonction, par un morphisme de Sdk ∂∆n vers X. L’hypothe`se im-
plique que ce dernier se factorise a` homotopie pre`s par un 0-simplexe de X, et on
en de´duit qu’il en est de meˆme de σ. Autrement dit, tous les groupes d’homotopie
pointe´s πi(Ex
∞X,x), x ∈ X0 = Ex
∞X0, sont triviaux. Comme il est e´vident que
l’hypothe`se implique que X est non vide, cela prouve bien que Ex∞X est contrac-
tile, et donc l’e´quivalence d’homotopie faible canonique X −→ Ex∞X permet d’en
de´duire de que X est asphe´rique. 
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1.7. On dira qu’un foncteur entre petites cate´gories est une e´quivalence d’homotopie
faible si son nerf est une e´quivalence d’homotopie faible d’ensembles simplicaux
(i.e. si la re´alisation ge´ome´trique de son nerf est une e´quivalence d’homotopie).
De meˆme, une petite cate´gorie sera dite asphe´rique si son nerf est un ensemble
simplicial asphe´rique.
Soit I une petite cate´gorie. Pour chaque objet i de I, on note I/i la cate´gorie
des objets de I au-dessus de i. On a un foncteur d’oubli canonique de I/i vers I.
Si u : I −→ J est un foncteur entre petites cate´gories, pour chaque objet j
de J , on note I/j le produit fibre´ de I et de J/j au dessus de J . On a donc par
construction un carre´ carte´sien de cate´gories
I/j //
u/j

I
u

J/j // J .
On dira que u est asphe´rique si pour tout objet j de J , la cate´gorie I/j est
asphe´rique.
The´ore`me A de Quillen. Tout foncteur asphe´rique est une e´quivalence d’homo-
topie faible.
De´monstration. Voir [Qui73, the´ore`me A]. 
1.8. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories de Waldhau-
sen. On dit que Φ ve´rifie la proprie´te´ d’approximation forte s’il ve´rifie les axiomes
suivants.
AF1 Toute fle`che de A dont l’image par Φ est une e´quivalence faible est une
e´quivalence faible.
AF2 Si p : ΦX −→ Y est une fle`che de A′, il existe un morphisme u : X −→ X ′
et une e´quivalence faible p′ : ΦX ′ −→ Y tels que le triangle suivant commute
dans A′.
ΦX
p //
Φu

Y
ΦX ′
p′
==zzzzzzzz
Cette proprie´te´ est appele´e par Waldhausen [Wal85] la proprie´te´ d’approximation.
Nous pre´fe´rons re´server cette de´nomination pour une proprie´te´ le´ge`rement plus
ge´ne´rale que nous introduirons plus tard (cf. 2.1).
Exemple 1.9. Pour toute cate´gorie de Waldhausen de´rivable A et tout ensemble
ordonne´ fini E, l’inclusion de AE∂ dans A
E est un foncteur exact a` droite ve´rifiant
la proprie´te´ d’approximation forte (cela re´sulte aussitoˆt de l’assertion (a) du lemme
1.4).
Les e´nonce´s (a), (c) et (e) du lemme 1.4 permettent une preuve relativement
simple du the´ore`me d’approximation de Waldhausen [Wal85] (ou plutoˆt d’une
le´ge`re ge´ne´ralisation, car nous ne demandons que l’existence d’un cylindre non
ne´cessairement fonctoriel).
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Proposition 1.10. Soit Φ un foncteur exact a` droite d’une cate´gorie de Waldhau-
sen de´rivable A vers une cate´gorie de Waldhausen satisfaisant l’axiome de satura-
tion A′. Si le foncteur Φ ve´rifie la proprie´te´ d’approximation forte, alors le foncteur
induit wΦ : wA −→ wA′ est une e´quivalence d’homotopie faible.
De´monstration. En vertu du the´ore`me A de Quillen, il suffit de montrer que le
foncteur wΦ est asphe´rique. Soit Y un objet de wA′. On va ve´rifier que la cate´gorie
wA/Y est asphe´rique en lui appliquant le lemme d’asphe´ricite´. La cate´gorie wA/Y
admet la description explicite suivante. Un objet est un couple (X,u), ou` X est un
objet de A, et u : ΦX −→ Y une e´quivalence faible. Un morphisme de (X,u) vers
(X ′, u′) est une e´quivalence faible α : X −→ X ′ telle que u′Φα = u (la composition
e´tant induite par celle de A). Si E est un ensemble ordonne´ fini, un foncteur de E
vers wA/Y est donc de´termine´ par les donne´es suivantes.
(1) Un foncteur F : E −→ A tel que pour tous x ≤ y, F (x) −→ F (y) soit une
e´quivalence faible.
(2) Une e´quivalence faible f : ΦF −→ Y dans A′
E
(ou` Y de´signe par abus le
foncteur constant de valeur Y ).
En vertu de 1.4 (a), il existe une e´quivalence faible p : F ′ −→ F dans AE dont
la source est un foncteur cofibrant sur les bords. On obtient une e´quivalence faible
f ′ : ΦF ′ −→ Y en posant f ′ = fΦp. La donne´e (F ′, f ′) de´finit donc un foncteur
E −→ wA/Y , et p une homotopie de (F, f) vers (F ′, f ′). Quitte a` remplacer (F, f)
par (F ′, f ′), on peut par suite supposer que F est cofibrant sur les bords. Or il re´sulte
des assertions (c) et (e) du lemme 1.4 que lim−→F et lim−→ΦF sont repre´sentables dans
A et A′ respectivement, et que lim−→ΦF est canoniquement isomorphe a` Φ lim−→F . Le
morphisme f ′ peut donc s’e´crire comme le compose´ de l’image par Φ du morphisme
canonique η : F −→ lim−→F et d’une fle`che g : Φ lim−→F −→ Y dans A
′. L’axiome AF2
nous permet de choisir un morphisme h : lim−→F −→ X dans A, et une e´quivalence
faible u : ΦX −→ Y tels que uΦh = g. Comme A′ ve´rifie l’axiome de saturation, les
fle`ches gΦη = f ′ et β e´tant des e´quivalence faibles, Φ(hη) en est une. L’axiome AF1
implique donc que hη est une e´quivalence faible. Par conse´quent, la donne´e (X,u)
de´finit un foncteur de E vers wA/Y , et on remarque aussitoˆt que le morphisme de
foncteurs hη : F −→ X de´finit quant a` lui une homotopie de (F, f) vers le foncteur
constant (X,u), ce qui ache`ve la de´monstration. 
2. The´ore`me d’approximation et e´quivalences de´rive´es
2.1. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories d’objets cofi-
brants au sens de K. S. Brown [Bro73]. On dit que Φ a la proprie´te´ d’approximation
si les axiomes suivants sont ve´rifie´s.
AP1 Toute fle`che de A dont l’image par Φ est une e´quivalence faible est une
e´quivalence faible.
AP2 Si p : ΦX −→ Y est une fle`che de A′, il existe une e´quivalence faible
v : Y −→ Y ′, un morphisme u : X −→ X ′ et une e´quivalence faible p′ :
ΦX ′ −→ Y ′ tels que le carre´ suivant commute dans A′.
ΦX
p //
Φu

Y
v

ΦX ′
p′
// Y ′
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Il est imme´diat que tout foncteur exact a` droite entre cate´gories de Waldhausen
ayant la proprie´te´ d’approximation forte (cf. 1.8) a la proprie´te´ d’approximation au
sens de´fini ci-dessus.
Lemme 2.2. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories d’objets
cofibrants. Si Φ ve´rifie la proprie´te´ d’approximation, on peut raffiner l’axiome AP2
comme suit. Pour tout morphisme p : ΦX −→ Y de A′, il existe une cofibration
triviale v : Y −→ Y ′, une cofibration u : X ′ −→ X et une e´quivalence faible
p′ : ΦX ′ −→ Y ′ tels que le carre´ suivant commute dans A′.
ΦX
p //
Φu

Y
v

ΦX ′
p′
// Y ′
De´monstration. Soient p : ΦX −→ Y une fle`che de A′, v′ : Y −→ Y ′′ une
e´quivalence faible, u′ : X −→ X ′′ une fle`che de A, et p′′ : ΦX ′′ −→ Y ′′ une
e´quivalence faible telles que p′′Φu′ = v′p. On peut alors factoriser u′ en une cofi-
bration u : X −→ X ′ suivie d’une e´quivalence faible u′′ : X ′ −→ X ′′, puis former
le carre´ cocarte´sien suivant.
ΦX
p //
Φu

Y
v0

ΦX ′ p0
// Y0
On peut ensuite factoriser le morphisme s : Y0 −→ Y
′′ (induit par u′′ et par v′) en
une cofibration t : Y0 −→ Y
′ suivie d’une e´quivalence faible w : Y ′ −→ Y ′′. On pose
v = tv0, et p
′ = tp0. Comme t et v0 sont des cofibrations, il en est de meˆme de v.
D’autre part, vu que wv = wtv0 = sv0 = v
′, on voit imme´diatement que v est une
e´quivalence faible. De meˆme, en regard des e´galite´s wp′ = wtp0 = sp0 = p
′′Φu′′, on
voit que p′ est une e´quivalence faible, ce qui fournit le diagramme voulu. 
Proposition 2.3. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables. Si Φ a la proprie´te´ d’approximation, alors le foncteur
induit wΦ : wA −→ wA′ est une e´quivalence d’homotopie faible.
De´monstration. On de´finit une cate´gorie A′′ comme suit. Les objets sont les quin-
tuplets
(X,x, Z, y, Y ) ,
X e´tant un objet de A, Y et Z des objets de A′, x une e´quivalence faible de ΦX
vers Z, et y une cofibration triviale de Y vers Z. Les fle`ches
(X,x, Z, y, Y ) −→ (X ′, x′, Z ′, y′, Y ′)
sont les triplets (u,w, v), ou` u est une fle`che de X vers X ′, w une fle`che de Z vers
Z ′, et v une fle`che de Y vers Y ′, telles que le diagramme suivant commute.
ΦX
x //
Φu

Z
w

Y
yoo
v

ΦX ′
x′
// Z ′ Y ′
y′
oo
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Une telle fle`che (u,w, v) est une e´quivalence faible (resp. une cofibration) si u, v
et w sont des e´quivalences faibles (resp. si u, v et Y ′ ∐Y Z −→ Z
′ sont des cofi-
brations). On ve´rifie alors qu’avec ces de´finitions, la cate´gorie A′′ est une cate´gorie
de Waldhausen de´rivable. Nous allons prouver l’existence des factorisations en une
cofibration suivie d’une e´quivalence faible, laissant les autres axiomes en exercice
pour le lecteur. Conside´rons une fle`che (u,w, v) comme ci-dessus. On commence
par factoriser u en une cofibration u′ : X −→ X ′′ suivie d’une e´quivalence faible
u′′ : X ′′ −→ X ′. La fle`che Φu′ est alors une cofibration, ce qui permet de former le
carre´ cocarte´sien suivant dans A′.
ΦX
x //
Φu′

Z
w0

ΦX ′′
x′′
0
// Z ′′0
On factorise ensuite v en une cofibration v′ : Y −→ Y ′′ suivie d’une e´quivalence
faible v′′ : Y ′′ −→ Y ′. On forme cette fois le carre´ codarte´sien ci-dessous.
Z
w1

Y
yoo
v′

Z ′′1 Y ′′
y′′
1
oo
On a alors un diagramme commutatif
Z
w
  A
AA
AA
AA
A
w1 //
w0

Z ′′1

Z ′′0 // Z ′
,
et en posant Z ′′′ = Z ′′0 ∐Z Z
′′
1 on obtient donc une cofibration s : Z −→ Z
′′′, et
une fle`che t : Z ′′′ −→ Z ′ telles que ts = w. Si on choisit une factorisation de t en
une cofibration t′ : Z ′′′ −→ Z ′′ suivie d’une e´quivalence faible w′′ : Z ′′ −→ Z,
en posant w′ = t′s, on obtient une factorisation de w en une cofibration w′ suivie
d’une e´quivalence faible w′′. On ve´rifie facilement que ces constructions donnent
une factorisation de (u,w, v) en une cofibration (u′, w′, v′) suivie d’une e´quivalence
faible (u′′, w′′, v′′).
On de´finit deux foncteurs exacts a` droite
Φ′ : A −→ A′′ et Φ′′ : A′′ −→ A′
par Φ′X = (X, 1ΦX ,ΦX, 1ΦX ,ΦX) et Φ
′′(X,x, Z, y, Y ) = Y . On ve´rifie aussitoˆt
que Φ′′Φ′ = Φ. Pour montrer la proposition, il suffit donc de prouver que wΦ′ et
wΦ′′ sont des e´quivalences d’homotopie faible.
On va montrer que wΦ′ est une e´quivalence d’homotopie. Pour cela ont de´finit
un foncteur Ψ : A′′ −→ A par Ψ(X,x, Z, y, Y ) = X. Il est clair que Ψ est exact
a` droite et que ΨΦ′ = 1A, ce qui implique par fonctorialite´ que wΨwΦ
′ = 1wA.
D’autre part, on a un foncteur exact a` droite Ξ : A′′ −→ A′′ de´fini par
Ξ(X,x, Z, y, Y ) = (X,x, Z, 1Z , Z) .
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On ve´rifie en outre facilement qu’on a des e´quivalences faibles naturelles
1A′′ −→ Ξ←− Φ
′Ψ
correspondant aux diagrammes commutatifs de la forme suivante.
ΦX
x // Z Y
yoo
y

ΦX
x // Z Z
ΦX ΦX
x
OO
ΦX
x
OO
Cela implique que wΦ′wΨ = w(Φ′Ψ) et 1wA′′ sont homotopes.
Il reste donc a` prouver que wΦ′′ est une e´quivalence d’homotopie faible. Pour
cela, on va prouver qu’il ve´rifie la proprie´te´ d’approximation forte, ce qui permettra
de conclure en vertu de la proposition 1.10. Il est imme´diat que le fait que Φ ve´rifie
l’axiome AP1 implique que Φ′′ ve´rifie l’axiome AF1. Il reste donc a` de´montrer que
Φ′′ ve´rifie l’axiome AF2. Soit ξ = (X,x, Z, y, Y ) un objet de A′′, et v : Φ′′ξ −→ Y ′
un morphisme de A′. On va construire un objet ξ′ de A′′, et une fle`che f : ξ −→ ξ′
tels que Φ′′ξ′ = Y ′ et Φ′′f = v. Le morphisme v n’est autre qu’un morphisme
v : Y −→ Y ′ dans A′. On peut donc former le carre´ cocarte´sien suivant.
Z
a

Y
yoo
v

Z0 Y ′
b
oo
Comme y est une cofibration triviale, il en est de meˆme de b. On peut appliquer
l’axiome AP2 (ou plutoˆt son raffinement donne´ par le lemme 2.2) a` la fle`che com-
pose´e ax
ax : ΦX −→ Z −→ Z0 .
Il existe donc une cofibration u : X −→ X ′, une e´quivalence faible x′ : ΦX ′ −→ Z ′,
et une cofibration triviale c : Z0 −→ Z
′, telles que le carre´ suivant commute.
ΦX
ax //
u

Z0
c

ΦX ′
x′
// Z ′
En conclusion, on a donc obtenu le diagramme commutatif suivant.
ΦX
x //
Φu

Z
a
  B
BB
BB
BB
B Y
yoo
v

ΦX ′
x′
// Z ′ Z0c
oo Y ′
b
oo
En posant y′ = cb, w = ca, et ξ′ = (X ′, x′, Z ′, y′, Y ′), le triplet f = (u,w, v) de´finit
bien une fle`che de ξ vers ξ′ dans A′′ telle que Φ′′f = v, ce qu’il fallait de´montrer. 
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2.4. Une cate´gorie de Waldhausen A est fortement sature´e si toute fle`che de A dont
l’image dans HoA est un isomorphisme est une e´quivalence faible (cela implique en
particulier que A ve´rifie l’axiome de saturation).
Exemple 2.5. SoitM une cate´gorie de mode`les ferme´e au sens de Quillen admettant
un objet nul. On de´signe par Mc la sous-cate´gorie pleine de M forme´e des objets
cofibrants. Cette cate´gorie est canoniquement munie d’une structure de cate´gorie de
Waldhausen de´rivable, et on ve´rifie qu’elle est fortement sature´e. Plus ge´ne´ralement,
toute sous-cate´gorie de Waldhausen de´rivable deMc (cf. 1.1) est fortement sature´e
(et il est remarquable que les cate´gories de Waldhausen de´rivables que l’on trouve
dans la nature sont ge´ne´ralement de ce type).
Proposition 2.6. Si A est une cate´gorie de Waldhausen fortement sature´e, alors
pour tout ensemble ordonne´ fini E, il en est de meˆme des cate´gories AE∂ et A
E.
De´monstration. Cela re´sulte aussitoˆt de la version duale de [Cis08, proposition
2.20]. 
2.7. SoitA une cate´gorie deWaldhausen de´rivable. On peut lui associer une cate´gorie
de Waldhausen de´rivable fortement sature´e A comme suit. La cate´gorie A est
simplement la cate´gorie A elle meˆme, et ses cofibrations sont celles de A. Les
e´quivalences faibles de A sont les morphismes de A qui sont envoye´s dans HoA
sur des isomorphismes (le fait que l’on obtienne de la sorte une cate´gorie de Wald-
hausen de´rivable fortement sature´e re´sulte de la version duale de [Cis08, proposition
3.16]). Il est imme´diat que l’identite´ de A de´finit un foncteur exact a` droite de A
vers A induisant un isomorphisme canonique de cate´gories HoA = HoA. En outre,
si Φ : A −→ A′ est un foncteur exact a` droite entre cate´gories de Waldhausen
de´rivables, il reste exact a` droite pour les structures fortement sature´es correspon-
dantes, induisant de la sorte un foncteur exact a` droite Φ de A vers A′ tel que le
diagramme suivant commute (voir la version duale de [Cis08, proposition 3.17]).
A
Φ //

A′

A
Φ // A′
Proposition 2.8. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables ayant la proprie´te´ d’approximation. Alors pour tout en-
semble ordonne´ fini E, le foncteur induit par Φ
AE∂ −→ A
′E
∂
a la proprie´te´ d’approximation. En outre, Φ induit alors pour tout ensemble ordonne´
fini E des e´quivalences de cate´gories
HoAE∂ ≃ HoA
′E
∂ et HoA
E ≃ HoA′E .
De´monstration. Cela re´sulte des versions duales de [Cis08, corollaire 1.32 et the´o-
re`me 3.12]. 
The´ore`me 2.9. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories de
Waldhausen de´rivables et fortement sature´es. Les assertions suivantes sont e´quiva-
lentes.
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(i) Pour tout ensemble ordonne´ fini E, le foncteur induit HoAE −→ HoA′
E
est
une e´quivalence de cate´gories.
(ii) Le foncteur induit HoA −→ HoA′ est une e´quivalence de cate´gories.
(iii) Le foncteur Φ a la proprie´te´ d’approximation.
De´monstration. C’est une spe´cialisation de la version duale de [Cis08, the´ore`me
3.19]. 
Scholie 2.10. Le re´sultat pre´ce´dent e´tant essentiel dans la suite du texte, nous
proposons au lecteur un aperc¸u de l’argument permettant de prouver l’implication
(ii)⇒(iii) du the´ore`me 2.9 (une preuve de´taille´e est donne´e dans [Cis08]).
On suppose donc que le foncteur HoA −→ HoA′ est une e´quivalence de cate´gories,
et on veut en de´duire la proprie´te´ d’approximation. La forte saturation deA et deA′
impliquent imme´diatement l’axiome AP1. Conside´rons un morphisme p : ΦX −→ Y
dans A. Alors il existe un objet X0 de A, et un isomorphisme i : ΦX0 −→ Y dans
HoA′. Le morphisme i−1p provient alors d’un morphisme w : X −→ X0 de HoA.
Comme HoA est obtenu a` partir de A par un calcul de fractions a` gauche a` homoto-
pie pre`s (cf. [Cis08, 1.6]), Le morphisme w peut-eˆtre repre´sente´ par un diagramme
de la forme
X
p1 // X1 X0 ,
v1oo
avec v1 une cofibration triviale, et p1 une cofibration. L’isomorphisme i : ΦX0 ≃ Y
admet quant a` lui une pre´sentation de la forme
ΦX0
p0 // Y0 Y ,
v0oo
avec v0 une cofibration triviale, et p0 une cofibration (la forte saturation de A
′ im-
pliquant donc que p0 est une cofibration triviale). En formant la somme amalgame´e
Y1 = ΦX1∐ΦX0 Y0 on obtient un diagramme commutatif de la forme suivante dans
A′.
ΦX0
p0 //
Φv1

Y0
j

Y
v0oo
ΦX
Φp1
// ΦX1 q0
// Y1
On obtient de la sorte un diagramme (non ne´cessairement commutatif) de A′ de la
forme ci-dessous.
ΦX
p //
Φu0

Y
v0

ΦX0 q0
// Y0
Les morphismes q0 et v0 sont des cofibrations triviales. Ce dernier carre´ commute
dans HoA′, ce qui implique qu’il commute a` homotopie pre`s dans A′ ; autrement
dit, on a ve´rifie´ une version faible de l’axiome AP2. On de´montre alors que cette
version faible implique l’axiome AP2 proprement dit ; cf. [Cis08, lemme 3.18].
Corollaire 2.11. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
(i) Pour tout ensemble ordonne´ fini E, le foncteur induit HoAE −→ HoA′E est
une e´quivalence de cate´gories.
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(ii) Pour tout ensemble ordonne´ fini E, le foncteur induit HoAE∂ −→ HoA
′E
∂
est une e´quivalence de cate´gories.
(iii) Le foncteur induit HoA −→ HoA′ est une e´quivalence de cate´gories.
De´monstration. Cela re´sulte aussitoˆt du the´ore`me pre´ce´dent, de la proposition 2.8,
et des conside´rations faites au paragraphe nume´ro 2.7. 
2.12. Soit A une cate´gorie de Waldhausen de´rivable. Suivant [Wal85], pour tout
n ≥ 0, on pose FnA = A
∆n
∂ (∆n de´signant l’ensemble {0, . . . , n} muni de l’ordre
naturel). La cate´gorie FnA est donc la sous-cate´gorie pleine de A
∆n dont les objets
sont les suites de cofibrations
X = (X0 −→ · · · −→ Xn) .
Une fle`che X −→ Y est une e´quivalence faible (resp. une cofibration si pour tout i
(resp. tous i < j), le morphisme Xi −→ Yi (resp. Yi∐Xi Xj −→ Yj) est une e´quiva-
lence faible (resp. une cofibration) de A. Il re´sulte de la proposition 1.5 qu’avec ces
de´finitions, la cate´gorie FnA est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable. On rappelle
que pour n ≥ 0, si Fl∆n de´signe l’ensemble ordonne´ des applications croissantes de
∆1 vers ∆n (i.e. des couples (i, j) tels que 0 ≤ i ≤ j ≤ n), SnA est la sous-cate´gorie
de AFl∆n forme´e des objets X ve´rifiant les deux conditions (a) et (b) ci-dessous.
(a) Pour tout i, Xii est un objet nul de A.
(b) Pour tous i ≤ j ≤ k, la fle`che de Xij vers Xik est une cofibration, et le carre´
ci-dessous est cocarte´sien dans A.
Xij

// Xik

0 // Xjk
La cate´gorie S0A est donc e´quivalente a` la cate´gorie ponctuelle, et on sait d’autre
part que pour n ≥ 1, le foncteur d’oubli des choix SnA −→ Fn−1A est une e´quiva-
lence de cate´gories (voir [Wal85, 1.3]). On de´finit alors une structure de cate´gorie
de Waldhausen sur SnA par transfert a` partir de Fn−1A via cette e´quivalence. On
obtient de la sorte une cate´gorie de Waldhausen de´rivable simpliciale SA, ce qui
de´finit une cate´gorie simpliciale wSA. La diagonale de l’ensemble bisimplicial cor-
respondant sera note´e aussi par abus wSA (comme de coutume). C’est un ensemble
simplicial pointe´ (par un objet nul implicitement choisi). L’espace de K-the´orie de
A est enfin de´fini comme l’espace des lacets K (A) = Ω(Ex∞wSA).
Lemme 2.13. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables ve´rifiant la proprie´te´ d’approximation. Alors pour tout
n ≥ 0, le foncteur SnΦ : SnA −→ SnA
′ la ve´rifie aussi.
De´monstration. L’assertion est triviale pour n = 0, et pour n ≥ 1, en regard
des e´quivalences canoniques SnA ≃ A
∆n−1
∂ et SnA
′ ≃ A
′∆n−1
∂ , cela re´sulte de la
proposition 2.8. 
Proposition 2.14. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables ayant la proprie´te´ d’approximation. Alors le morphisme
induit K (Φ) : K (A) −→ K (A′) est une e´quivalence d’homotopie.
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De´monstration. Il re´sulte aussitoˆt de la proposition 2.3 et du lemme 2.13 que les
foncteurs wSnΦ sont des e´quivalences d’homotopie faible, ce qui implique imme´dia-
tement l’assertion. 
The´ore`me 2.15. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables induisant une e´quivalence de cate´gories HoA ≃ HoA′
entre les cate´gories homotopiques correspondantes. Alors Φ induit une e´quivalence
d’homotopie K (A) ≃ K (A′) entre les K -the´ories de A et de A′ (les cate´gories de
Waldhausen de´rivables et fortement sature´es associe´es a` A et A′ respectivement).
En particulier, si A et A′ sont fortement sature´es, alors Φ induit une e´quivalence
d’homotopie
K (Φ) : K (A)
∼
−−→ K (A′) .
De´monstration. Vu les isomorphismes canoniques HoA = HoA et HoA′ = HoA′,
il suffit clairement de prouver l’assertion lorsque A et A′ sont fortement sature´es.
Cela re´sulte alors de la proposition 2.14 et du the´ore`me 2.9. 
2.16. L’e´nonce´ ci-dessus sera e´tendu au cas des foncteurs homotopiquement exacts
a` droite ; cf. corollaire 4.14.
3. Localisation simpliciale des cate´gories d’objets fibrants
3.1. On conside`rera, dans un premier temps, une cate´gorie d’objets fibrants au sens
de K. S. Brown [Bro73], note´e C. On note wC la sous-cate´gorie des e´quivalences
faibles de C. Le but de cette section est de comprendre un mode`le explicite de la
localisation simpliciale de C que l’on va comparer avec la localisation simpliciale de
C de´crite en termes de plongement de Yoneda dans la cate´gorie des pre´faisceaux
simpliciaux.
Soit P(C) la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux sur C. On conside`re cette
cate´gorie comme une cate´gorie de mode`les ferme´e pour la structure projective : les
e´quivalences faibles (resp. les fibrations) de P(C) sont les e´quivalences d’homoto-
pie faibles (resp. les fibrations de Kan) argument par argument ; voir par exemple
[Cis06, corollaire 1.4.24]. On de´signe par
h : C −→ P(C)
le plongement de Yoneda.
On de´finit ensuite Pw(C) comme la localisation de Bousfield a` gauche de P(C)
par l’image de wC par h (voir [Hir03]). Les objets locaux de Pw(C) sont donc les
pre´faisceaux simpliciaux F sur C, tels que, pour toute e´quivalence faible deX −→ Y
de C, le morphisme F (Y ) −→ F (X) soit une e´quivalence d’homotopie faible.
The´ore`me 3.2. La cate´gorie de mode`les Pw(C) est propre. En outre, les e´quiva-
lences faibles sont stables par produits finis dans Pw(C).
De´monstration. Notons P ′w(C) la localisation de Bousfield a` gauche de la struc-
ture de cate´gorie de mode`les injective (i.e. dont les cofibrations sont les monomor-
phismes, et les e´quivalences faibles, les e´quivalences d’homotopie faibles argument
par argument ; voir [Cis06, corollaire 1.4.22]) par les e´quivalences faibles de C. Les
e´quivalences faibles de P ′w(C) sont les meˆmes que celles de Pw(C), et par conse´quent,
Pw(C) est propre si et seulement si P
′
w(C) est propre ; cf. [Cis06, corollaire 1.5.21].
Il est clair que P ′w(C) est propre a` gauche, puisque tous ses objets sont cofibrants.
Il reste donc a` de´montrer la proprete´ a` droite. Il re´sulte facilement de [Bro73, I.1
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Fatorization Lemma] que P ′w(C) est la localisation de Bousfield a` gauche de P(C)
par les fibrations triviales de C. Vu que la structure de cate´gorie de mode`les ferme´e
injective sur P(C) est propre, en vertu de [Cis06, the´ore`me 1.5.4], il suffit de prouver
que pour tout carre´ carte´sien de P ′w(C) de la forme
F ′′
v //
p′′

F ′ //
p′

F
p

h(X)
h(u) // h(Y ) // G
si p est une fibration de but fibrant dans P ′w(C), et si u est une fibration triviale
de C, alors le morphisme v est une e´quivalence faible de P ′w(C). Or dans ce cas,
pour tout objet Y ′ de C, et tout entier n ≥ 0, si on se donne un morphisme
s : ∆n × h(Y
′) −→ F ′, on obtient des carre´s carte´siens de la forme suivante.
∆n × h(X
′)
w //

∆n × h(Y
′)

F ′′
v //
p′′

F ′
p′

h(X)
h(u) // h(Y )
Comme les e´quivalences faibles de P ′w(C) forment un C ×∆-localisateur re´gulier au
sens de [Cis06, 3.4.13] (cf. [Cis06, proposition 3.4.34]), en vertu de [Cis06, corollaire
3.4.47], on est a` pre´sent ramene´ a` de´montrer que le morphisme w est une e´quivalence
faible de P ′w(C). Or le morphisme p
′s se factorise par la projection de ∆n × h(Y
′)
sur h(Y ′), ce qui implique que le morphisme w est le produit de l’identite´ de ∆n et
de l’image par h du morphisme X ′ −→ Y ′ obtenu d’un carre´ carte´sien de la forme
X ′ //

Y ′

X
u // Y
dans C. Cela ache`ve la de´monstration de la proprete´, puisque les fibrations triviales
sont stables par image inverse dans C.
En vertu de [Cis06, corollaires 1.4.19 et 3.4.34], pour de´montrer la stabilite´ des
e´quivalences faibles par produits finis, il suffit de prouver que si X −→ Y est une
fibration triviale de C, et si Z est un objet de C, et n ≥ 0 un entier, alors le
morphisme induit
∆n × h(Z)× h(X) −→ ∆n × h(Z)× h(Y )
est une e´quivalence faible de P ′w(C). On peut imme´diatement supposer que n = 0,
et la proprie´te´ voulue re´sulte aussitoˆt de la stabilite´ des fibrations triviales par
produits finis dans C. 
3.3. Soient X et Y deux objets de C. On note HomC(X,Y ) la cate´gorie de´finie
comme suit. Les objets sont les couples (s, p), ou` s : Z −→ X est une fibration
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triviale de C, et ou` p : Z −→ Y est un morphisme de C. Une fle`che α de (s, p) vers
(s′, p′) est un diagramme commutatif de la forme ci-dessous.
Zs
uukkkk
kkk p
))SSS
SSS
S
α

X Y
Z ′ p
′
55llllll
s′
iiSSSSSS
La composition est induite par la composition dans C. Cette construction est fonc-
torielle en X et Y de la manie`re suivante.
Si ϕ : X −→ X ′ est un morphisme de C, on de´finit un foncteur
ϕ∗ : HomC(X
′, Y ) −→ HomC(X,Y ) , (s
′, p′) 7−→ (s, p) ,
ou` le couple (s, p) est de´termine´ par le diagramme commutatif
X
ϕ

Z
p //soo
ϕ′

Y
X ′ Z ′
p′
//
s′
oo Y
dans lequel le carre´ de gauche est carte´sien. Si ϕ est une e´quivalence faible de C,
alors le (nerf du) foncteur ϕ∗ est une e´quivalence d’homotopie faible. Pour le voir,
on remarque que, d’apre`s [Bro73, I.1 Fatorization Lemma], il suffit de de´monter
cette proprie´te´ lorsque ϕ est une fibration triviale : or dans ce cas, le foncteur ϕ∗
admet un adjoint a` gauche
ϕ! : HomC(X,Y ) −→ HomC(X
′, Y ) , (s, p) 7−→ (ϕs, p) ,
ce qui fait du nerf de ϕ∗ une e´quivalence d’homotopie.
Si ψ : Y −→ Y ′ est un morphisme de C, on lui associe un foncteur
ψ∗ : HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Y
′) , (s, p) 7−→ (s, ψp) .
Si ψ est une e´quivalence faible de C, le (nerf du) foncteur ψ∗ est une e´quivalence
d’homotopie faible. En effet, d’apre`s loc. cit., il suffit de traiter le cas ou` ψ est une
fibration triviale, et dans ce cas, on ve´rifie que ψ∗ admet un adjoint a` droite
ψ! : HomC(X,Y
′) −→ HomC(X,Y ) , (s
′, p′) 7−→ (s, p) ,
ou` le couple (s, p) est de´termine´ par le diagramme commutatif
X Z
p //soo
ψ′

Y
ψ

X Z ′
p′
//
s′
oo Y ′
dans lequel le carre´ de droite est carte´sien.
On dispose enfin d’une loi de composition
HomC(X,Y )× HomC(Y,Z) −→ HomC(X,Z)
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qui associe a` (s, p) dans HomC(X,Y ) et a` (t, q) dans HomC(Y,Z) le couple (u, r)
obtenu du produit fibre´ de p et de t.
V ×Y W
&&MM
MM
M
xxqqq
qq
r

u

V
p &&MM
MM
MM
M
s}}{{
{{
W
q ""D
DD
D
txxppp
pp
pp
X Y Z
Cela de´finit une bicate´gorie dont les objets sont ceux de C.
Lemme 3.4. Pour tout morphisme Y −→ Y ′ et tout objet X de C, le foncteur
HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Y
′) est une fibration de Grothendieck a` fibres discre`tes.
En outre, le foncteur HomC(X,−) commute aux produits fibre´s.
De´monstration. Soit H(X) la sous-cate´gorie pleine de C/X dont les objets sont les
fibrations triviales de but X. On dispose du foncteur
αX : H(X) −→ C , (Z, s : Z −→ X) 7−→ Z .
Si Y est un objet de C, le foncteur d’oubli C/Y −→ C est une fibration de Grothen-
dieck a` fibres discre`tes. Plus ge´ne´ralement, si ψ : Y −→ Y ′ est un morphisme de
C, le foncteur C/Y −→ C/Y ′, induit par la composition avec ψ, est une fibration
de Grothendieck a` fibres discre`tes, et on remarque qu’on a les carre´s carte´siens de
cate´gories ci-dessous.
HomC(X,Y )
ψ∗ //

HomC(X,Y
′) //

H(X)
αX

C/Y // C/Y ′ // C
Or, d’apre`s [Gro03, Expose´ VI, corollaire 6.9], les fibrations de Grothendieck (a`
fibres discre`tes) sont stables par changement de base, ce qui ache`ve la de´monstration
de la premie`re assertion. La deuxie`me re´sulte du fait e´vident que le foncteur
C −→ Cat , Y 7−→ C/Y
commute aux produits fibre´s. 
Lemme 3.5. Soit ψ : Y −→ Y ′ une fibration de C, et X un objet de C. Conside´rons
un morphisme α : (s, p) −→ (s′, p′) dans HomC(X,Y
′). Alors le foncteur induit
ψ∗/α : HomC(X,Y )/(s, p) −→ HomC(X,Y
′)/(s′, p′)
est une e´quivalence d’homotopie faible.
De´monstration. Le couple (s, p) correspond a` un diagramme de la forme
X Z
soo p // Y ′ .
On peut alors former le diagramme ci-dessous.
Z ×Y ′ Y //

Y
ψ

X Zs
oo
p
// Y ′
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On remarque ensuite que HomC(X,Y )/(s, p) s’identifie canoniquement a` la cate´gorie
HomC(X,Z×Y ′ Y ). De meˆme, on s’aperc¸oit que HomC(X,Y )/(s
′, p′) est canonique-
ment isomorphe a` HomC(X,Z
′ ×Y ′ Y ) (ou` Z
′ de´signe la source de s′ et de p′). En
outre, sous ces identifications, si β : Z ×Y ′ Y −→ Z
′ ×Y ′ Y de´signe le morphisme
induit par α, le foncteur ψ∗/α correspond au foncteur
β∗ : HomC(X,Z ×Y ′ Y ) −→ HomC(X,Z
′ ×Y ′ Y ) .
Or β est une e´quivalence faible, et donc β∗ est une e´quivalence d’homotopie faible.

Proposition 3.6. Soit
X ′
α //
ϕ′

X
ϕ

Y ′
β
// Y
(3.6.1)
un carre´ carte´sien de C, dans lequel ϕ est une fibration. Alors pour tout objet T de
C,
HomC(T,X
′)
α∗ //
ϕ′
∗

HomC(T,X)
ϕ∗

HomC(T, Y
′)
β∗
// HomC(T, Y )
(3.6.2)
est un carre´ homotopiquement carte´sien d’ensembles simpliciaux.
De´monstration. En vertu de la deuxie`me assertion du lemme 3.4, le carre´ commuta-
tif (3.6.2) est carte´sien. Cette proposition re´sulte donc formellement de la premie`re
assertion du lemme 3.4, du lemme 3.5, et du the´ore`me B de Quillen tel qu’il est
e´nonce´ dans [Cis06, the´ore`me 6.4.15 (iv)]. 
Remarque 3.7. La proposition ci-dessus est de´montre´e dans le cadre des cate´gories
de Waldhausen de´rivables avec factorisations fonctorielles dans [Wei99].
3.8. Pour tout objet X de C, notons h(X) le pre´faisceaux d’ensembles simpliciaux
(3.8.1) h(X) : T 7−→ HomC(T,X) .
On a un morphisme canonique de pre´faisceaux simpliciaux
(3.8.2) h(X) −→ h(X)
de´fini par les applications
HomC(T,X) −→ HomC(T,X)
u 7−→ (1T , u) .
3.9. On rappelle qu’un carre´ commutatif
X
a //
i

X ′
i′

Y
b
// Y ′
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de C est homotopiquement carte´sien si X est la limite homotopique du diagramme
ci-dessous.
X ′
i′

Y
b
// Y ′
Comme pour les cate´gorie de mode`les de Quillen, cela revient a` demander qu’il
existe une factorisation de a en une e´quivalence faible X −→ X ′′ suivie d’une
fibration X ′′ −→ X telle que le morphisme X −→ Y ×Y ′ X
′′ soit un isomorphisme
dans Ho(C) ; cf. [Cis08, lemme 2.16].
The´ore`me 3.10. Le plongement de Yoneda
h : C −→ Pw(C)
respecte les carre´s homotopiquement carte´siens et les produits homotopiques finis.
De´monstration. On sait que h(X) est local dans Pw(C) : ce pre´faisceau envoie les
e´quivalences faibles de C sur des e´quivalences d’homotopie faibles. La proposition
3.6 assure par conse´quent que le foncteur h envoie les carre´s carte´siens de la forme
X ′
α //
ϕ′

X
ϕ

Y ′
β
// Y
avec ϕ une fibration, sur des carre´s homotopiquement carte´siens. Comme ce foncteur
respecte les e´quivalences faibles, il s’en suit que le foncteur h respecte les carre´s
homotopiquement carte´siens. Soit LH(C) la localisation “hammock” de C par ses
e´quivalences faibles ; cf. [DK80a, 2.1]. Le pre´faisceau simplicial LH(C)(−, X) admet
un sous pre´faisceau FX , ou`, pour tout objet T de C, les k-simplexes de FX(T ) sont
les k-simplexes de LH(C)(T,X) forme´s des hammocks re´duits de largeur k et de
longueur arbitraire dont les lignes sont les zig zag de la forme
T Ci,1 Ci,2 . . . Ci,n−1 X
avec 0 ≤ i ≤ k, les morphismes allant dans la mauvaise direction e´tant des fibrations
triviales de C.
Pour tout objet X de C, on a un morphisme canonique (et fonctoriel en X) de
pre´faisceaux simpliciaux sur C
v : FX −→ HomC(−, X)
de´fini en envoyant un zig zag
T
u1 Ci,1
u2 Ci,2 . . .
un−1
Ci,n−1
un
X
sur
T Z
soo p // X ,
ou` (s, p) est le compose´ de (u1, u2, . . . , un) dans le sens de´fini au nume´ro 3.3.
L’inclusion canonique
i : Hom(T,X) ⊂ FX(T )
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est une section du foncteur v : FX(T ) −→ Hom(T,X) conside´re´ ci-dessus, et on
voit aussitoˆt qu’on a une transformation naturelle iv vers l’identite´, de sorte que v
est une e´quivalence d’homotopie faible argument par argument. En conclusion, on
a le diagramme commutatif suivant dans la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux
sur C.
LH(C)(−, X)
hX
99rrrrrrrrrr
//
%%LL
LL
LL
LL
LL
FX
OO
v

HomC(−, X)
Or l’inclusion hX −→ L
H(C)(−, X) est une e´quivalence faible de Pw(C) ; cf. [DK87].
Il en re´sulte que le foncteur h est un facteur direct du foncteur h dans Ho(Pw(C)).
Comme ce dernier respecte les carre´s homotopiquement carte´siens (proposition 3.6),
le plongement de Yoneda a la meˆme proprie´te´.
Le fait que h respecte les produits homotopiques finis provient de la stabilite´ des
e´quivalences faibles par produits finis dans Pw(C), et du fait que h respecte l’objet
final. 
3.11. Si M est une cate´gorie de mode`les ferme´e propre a` droite, on dit qu’un
morphisme p : X −→ Y est une fibration faible si pour tout diagramme forme´ de
carre´s carte´siens
X ′′
v′ //
p′′

X ′
v //
p′

X
p

Y ′′
u′ // Y ′
u // Y
si u′ est une e´quivalence faible, alors il en est de meˆme de v′ (cette notion a e´te´
introduite sous le nom de “sharp map” par Rezk [Rez98]). On ve´rifie aussitoˆt que les
fibrations faibles sont stables par composition et par image inverse. Un morphisme
p : X −→ Y deM est une fibration faible si et seulement si tout carre´ carte´sien de
la forme
X ′
v //
p′

X
p

Y ′
u // Y
est homotopiquement carte´sien ; voir [Cis06, proposition 1.5.18]. En particulier, les
fibrations faibles triviales (i.e. qui sont aussi des e´quivalences faibles) sont stables
par image inverse. Toute fibration de M est une fibration faible (c’est une simple
reformulation de la notion meˆme de proprete´ a` droite).
Corollaire 3.12. Le plongement de Yoneda h : C −→ Pw(C) envoie les fibrations
de C sur des fibrations faibles de Pw(C).
De´monstration. Soit p : X −→ Y une fibration de C. Conside´rons un objet Y ′ de
C, un entier n ≥ 0, et un morphisme s : ∆n × h(Y
′) −→ h(Y ). Le morphisme s
se factorise par la projection de ∆n × h(Y
′) sur h(Y ′) suivi de l’image par h d’un
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morphisme u : Y ′ −→ Y . En notant X ′ = Y ′ ×Y X, le produit fibre´ de h(p) et de
s se calcule donc a` l’aide des carre´s carte´siens suivants.
∆n × h(X
′) //

h(X ′) //

h(X)
h(p)

∆n × h(Y
′) // h(Y ′)
h(u)
// h(Y )
Le carre´ de gauche est trivialement homotopiquement carte´sien, et le carre´ de droite
est homotopiquement carte´sien dans Pw(C) par le the´ore`me 3.10. Cela prouve que
h(p) est une fibration faible graˆce au crite`re donne´ par [Cis06, corollaire 3.4.49]. 
Remarque 3.13. Le corollaire ci-dessus s’interpre`te en disant que le plongement de
Yoneda est exact a` gauche dans le sens suivant.
La cate´gorie de mode`les ferme´e Pw(C) e´tant propre, et les e´quivalences faibles
de Pw(C) e´tant stables par produits finis (the´ore`me 3.2), il existe une structure
de cate´gorie d’objets fibrants sur la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux sur
C : les e´quivalences faibles (resp. les fibrations) sont les morphismes qui sont des
e´quivalences faibles (resp. des fibrations faibles) dans Pw(C). D’apre`s le corollaire
3.12, avec cette de´finition, le plongement de Yoneda pre´serve les fibrations et les fi-
brations triviales. Comme il commute aux limites projectives, c’est donc un foncteur
exact a` gauche au sens de [Cis08, 1.9].
3.14. On verra plus loin que la cate´gorie HomC(X,Y ) a le type d’homotopie de l’es-
pace des morphismes de X vers Y dans la localise´e simpliciale de C ; cf. proposition
3.23. Il sera donc utile d’en calculer ses espaces de lacets de manie`re convenable.
Conside´rons d’abord le cas ou` X = ⋆ est un objet final de C.
Si u : ⋆ −→ Y est un morphisme de C, on de´finit l’objet des lacets Ω(Y, u) comme
suit. On choisit un espace des chemins dans Y , c’est-a`-dire une factorisation de la
diagonale Y −→ Y ×Y en une e´quivalence faible s : Y −→ Y I suivie d’une fibration
p : Y I −→ Y × Y , et on forme le carre´ carte´sien ci-dessous.
Ω(Y, u) //
q

Y I
p

⋆
(u,u)
// Y × Y
(3.14.1)
On ve´rifie imme´diatement qu’on a le carre´ carte´sien canonique ci-dessous.
HomC(⋆,Ω(Y, u)) //

HomC(⋆, Y
I)
p∗

HomC(⋆, ⋆) u∗
// HomC(⋆, Y × Y )
(3.14.2)
Il re´sulte de la proposition 3.6 que le carre´ (3.14.2) est homotopiquement carte´sien.
De meˆme, on a le carre´ homotopiquement carte´sien suivant.
HomC(⋆, Y × Y )
//

HomC(⋆, Y )

HomC(⋆, Y ) // HomC(⋆, ⋆)
(3.14.3)
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D’autre part, la cate´gorie HomC(⋆, ⋆) admet un objet final, et donc, est contractile.
Il en re´sulte que l’application canonique
HomC(⋆, Y × Y ) −→ HomC(⋆, Y )× HomC(⋆, Y )
est une e´quivalence d’homotopie faible. En utilisant une nouvelle fois que la cate´gorie
HomC(⋆, ⋆) est contractile, l’e´quivalence faible
s∗ : HomC(⋆, Y ) −→ HomC(⋆, Y
I)
nous montre ainsi graˆce au carre´ homotopiquement carte´sien (3.14.2) que le nerf de
HomC(⋆,Ω(Y, u)) est l’espace des lacets de base u dans le nerf de HomC(⋆, Y ).
Le morphisme q admet une section, induite par le morphisme su. Par abus, on
notera encore u cette section, ce qui permet de de´finir des objets de lacets ite´re´s
Ωn(Y, u), n ≥ 0, en posant Ω0(Y, u) = Y , et
(3.14.4) Ωi+1(Y, u) = Ω(Ωi(Y, u), u) , i ≥ 0
(cela suppose le choix pre´alable d’un espace des chemins dans Ωi(Y, u)). Pour tout
entier n ≥ 0, on a ainsi une bijection :
(3.14.5) HomHo C(⋆,Ω
n(Y, u)) ≃ πn(HomC(⋆, Y ), u)
(ou`, par abus, on note encore u l’objet de la cate´gorie HomC(⋆, Y ) de´fini par (1⋆, u)).
3.15. On introduit a` pre´sent de nouvelles cate´gories d’objets fibrants. E´tant donne´
un objetX de C, on note C//X la sous-cate´gorie pleine de C/X forme´e des fibrations
de butX. Les e´quivalences faibles (resp. les fibrations) de C//X sont les morphismes
au-dessus de X qui sont des e´quivalences faibles (resp. des fibrations) dans C.
On dispose d’un foncteur exact a` gauche
(3.15.1) C −→ C//X , Y 7−→ YX ,
ou` YX de´signe le produit Y ×X, vu comme un objet au-dessus deX via la projection
canonique. On ve´rifie imme´diatement le lemme suivant.
Lemme 3.16. Pour tout objet Y de C, le foncteur
HomC(X,Y ) −→ HomC//X(X,YX) , (s, p) 7−→ (s, (s, p))
est un isomorphisme de cate´gories.
3.17. Soit u : X −→ Y un morphisme de C. Il induit un morphisme (1X , u) : X −→
YX . Pour n ≥ 0, on pose
(3.17.1) Ωn(Y, u) = Ωn(YX , (1X , u)) .
Proposition 3.18. On a des bijections canoniques
πn(HomC(X,Y ), u) ≃ HomHo C//X(X,Ω
n(Y, u)) .
De´monstration. En vertu du lemme pre´ce´dent, on a un isomorphisme
HomC//X(X,YX) ≃ HomC(X,Y )
qui envoie (1X , u) sur u. La proposition re´sulte donc de l’identification (3.14.5). 
3.19. Soit C la cate´gorie d’objects fibrants fortement sature´e associe´e a` C ; cf. [Cis08,
proposition 3.16]. Ce passage a` la forte saturation est compatible avec les cate´gories
C//X dans le sens suivant.
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Lemme 3.20. Pour tout objet X de C, la cate´gorie d’objets fibrants fortement
sature´e associe´e a` C//X n’est autre que C//X. En particulier, le foncteur canonique
Ho(C//X) −→ Ho(C//X)
est une e´quivalence de cate´gories.
De´monstration. Soit u : Y1 −→ Y0 un morphisme au-dessus de X, les fle`ches Yi −→
X e´tant des fibrations pour i = 0, 1. En vertu de [Cis08, lemme 2.17], si u admet
une section dans Ho(C), alors il existe un morphisme w : V −→ Y1 tel que uw soit
une e´quivalence faible de C. On peut alors factoriser w en une e´quivalence faible
W −→ Y2 suivie d’une fibration v : Y2 −→ Y1. Il est clair que uv est alors encore
une e´quivalence faible de C. Comme le morphisme de Y2 vers X est a` pre´sent une
fibration, on voit que uv est une e´quivalence faible de C//X. Autrement dit, u admet
une section dans Ho(C) si et seulement si u admet une section dans Ho(C//X). Une
nouvelle utilisation de [Cis08, lemme 2.17] montre donc que u est un isomorphisme
dans Ho(C) si et seulement si u est un isomorphisme dans Ho(C//X). La premie`re
assertion du lemme en re´sulte aussitoˆt, et la seconde est une conse´quence imme´diate
de la premie`re. 
Lemme 3.21. Soit Ψ : C −→ C′ un foncteur exact a` gauche entre cate´gories
d’objets fibrants. Si le foncteur Ψ induit une e´quivalence de cate´gories Ho C ≃ Ho C′,
alors pour tout objet X de C, le foncteur
C//X −→ C′//Ψ(X) , (Y −→ X) 7−→ (Ψ(Y ) −→ Ψ(X))
induit une e´quivalence de cate´gories Ho C//X ≃ Ho C′//Ψ(X).
De´monstration. D’apre`s le lemme pre´ce´dent, on peut supposer que C et C′ sont for-
tement sature´es. Si Ψ induit une e´quivalence au niveau des cate´gories homotopiques,
alors, d’apre`s [Cis08, the´ore`me 3.19], il ve´rifie la proprie´te´ d’approximation au sens
de [Cis08, 3.6] (c’est-a`-dire la version duale de la condition donne´e au nume´ro 2.1).
Autrement dit, si X est un objet de C, et Y un objet de C′, pour tout morphisme
p : Y −→ Ψ(X) dans C′, il existe un morphisme u : X ′ −→ X dans C, et des
e´quivalences faibles v : Y ′ −→ Y et p′ : Y ′ −→ Ψ(X ′) dans C′, tels que le carre´
suivant commute dans C′.
Y
p // Ψ(X)
Y ′
v
OO
p′
// Ψ(X ′)
Ψ(u)
OO
On peut en outre supposer que les morphismes u et v sont des fibrations (c’est la
version duale du lemme 2.2). Cela implique imme´diatement que, pour tout objet X
de C, le foncteur induit C//X −→ C′//Ψ(X) ve´rifie la proprie´te´ d’approximation.
La preuve s’ache`ve donc en invoquant a` nouveau [Cis08, the´ore`me 3.19]. 
Lemme 3.22. Soit Ψ : C −→ C′ un foncteur exact a` gauche entre cate´gories
d’objets fibrants. Si le foncteur induit Ψ : Ho C −→ Ho C′ est une e´quivalence de
cate´gories, alors, pour tous objets X et Y de C, il induit une e´quivalence d’homotopie
faible
HomC(X,Y ) −→ HomC′(Ψ(X),Ψ(Y )) .
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De´monstration. Supposons que Ψ induise une e´quivalence de cate´gories homoto-
piques, et conside´rons deux objets X et Y de C. On veut donc montrer que le
morphisme
HomC(X,Y ) −→ HomC′(Ψ(X),Ψ(Y ))
est une e´quivalence d’homotopie faible. On sait de´ja` qu’un tel morphisme induit une
bijection au niveau des ensembles de composantes connexes. Il reste donc a` prouver
que pour tout objet (s, p) de HomC(X,Y ), et pour tout entier n > 0, l’application
πn(HomC(X,Y ), (s, p)) −→ πn(HomC′(Ψ(X),Ψ(Y )), (Ψ(s),Ψ(p)))
est bijective. Pour cela, on peut toujours supposer que s = 1X . En effet, si s : Z −→
X est une fibration triviale, et p : Z −→ Y un morphisme de C, le foncteur
s∗ : HomC(X,Y ) −→ HomC(Z, Y )
est une e´quivalence d’homotopie faible qui envoie la composante connexe de (s, p)
sur la composante connexe de (1X , p).
Le foncteur Ψ respecte les e´quivalences faibles et les fibrations. Il respecte donc
aussi les espaces de chemins. Comme il commute aux limites projectives finies
ade´quates, on en de´duit que, pour tout morphisme u : X −→ Y de C, et pour
tout entier n ≥ 0, on peut construire Ωn(Y, u) et Ωn(Ψ(Y ),Ψ(u)) de sorte que
Ψ(Ωn(Y, u)) = Ωn(Ψ(Y ),Ψ(u))
dans C′//Ψ(X). En vertu du lemme 3.21, on a donc des bijections canoniques
HomHo C//X(X,Ω
n(Y, u)) ≃ HomHo C′//Ψ(X)(Ψ(X),Ω
n(Ψ(Y ),Ψ(u))) ,
lesquelles se traduisent, via la proposition 3.18, en des bijections
πn(HomC(X,Y ), u) ≃ πn(HomC′(Ψ(X),Ψ(Y )),Ψ(u)) .
Cela ache`ve la de´monstration. 
Proposition 3.23. Le morphisme (3.8.2) est une e´quivalence faible de Pw(C).
Autrement dit, pour tous objets X et Y de C, le nerf de la cate´gorie HomC(X,Y ) a
le type d’homotopie de l’espaces des morphismes de X vers Y dans la localisation
simpliciale de C par ses e´quivalences faibles.
De´monstration. Cette proposition est vraie dans le cas ou` C admet une factori-
sation fonctorielle de toute fle`che en une e´quivalence faible suivie d’une fibration.
Pour le voir, on constate d’abord que, dans ce cas, on peut construire facilement une
e´quivalence d’homotopie entre le nerf de HomC(X,Y ) et l’espace des morphismes
de X vers Y dans la localisation “hammock” de C par ses fibrations triviales ;
cf. [DK80a, proposition 8.2]. Or il re´sulte de [Bro73, I.1 Fatorization Lemma], de
[DK80b, proposition 10.5], et de [DK80a, proposition 2.2] que la localisation sim-
pliciale de C par ses e´quivalences faibles est simplicialement e´quivalente a` la locali-
sation simpliciale de C par ses fibrations triviales, ce qui implique notre assertion.
Pour de´montrer le cas ge´ne´ral, on conside`re la cate´gorie C′, de´finie comme la sous-
cate´gorie pleine de Pw(C) forme´e des pre´faisceaux simpliciaux qui sont isomorphes
a` des pre´faisceaux repre´sentables dans HoPw(C). Il re´sulte du the´ore`me 3.10 et de
la remarque 3.13 que la cate´gorie C′ est munie d’une structure de cate´gorie d’ob-
jets fibrants dont les e´quivalences faibles (resp. les fibrations) sont les e´quivalences
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faibles (resp. les fibrations faibles) de Pw(C). D’autre part, en vertu du corollaire
3.12, le plongement de Yoneda induit un foncteur exact a` gauche
h′ : C −→ C′ .
Le foncteur h′ induit une e´quivalence apre`s localisation simpliciale : en effet, la
sous-cate´gorie simpliciale pleine de Pw(C) forme´e des objets a` la fois fibrants et
cofibrants qui sont isomorphes a` des pre´faisceaux repre´sentables dans HoPw(C) est
la localise´e simpliciale de C (d’apre`s [DK87]), et il est facile de voir que c’est aussi
la localise´e simpliciale de C′. En vertu du lemme 3.22, il suffit donc de de´montrer
la proposition pour C′. Or la cate´gorie d’objets fibrants C′ admet des factorisations
fonctorielles, et nous sommes ainsi re´duit a` une situation de´ja` connue. 
3.24. Rappelons que nous notons LH(C) la localisation “hammock” de C par ses
e´quivalences faibles ; cf. [DK80a].
The´ore`me 3.25. Soit Ψ : C −→ C′ un foncteur exact a` gauche entre cate´gories
d’objets fibrants. Si le foncteur induit Ho C −→ Ho C′ est une e´quivalence de cate´gories,
alors, le foncteur Ψ induit une e´quivalence de cate´gories simpliciales
LH(C)
∼
−→ LH(C′) .
De´monstration. Cela re´sulte imme´diatement du lemme 3.22 et de la proposition
pre´ce´dente. 
Remarque 3.26. Le the´ore`me pre´ce´dent montre en particulier que, si C est une
cate´gorie d’objets fibrants, et si C de´signe la cate´gorie d’objets fibrants fortement
sature´e associe´e a` C, alors on a une e´quivalence simpliciale LH(C) ≃ LH(C) (ce qui
se de´duit aussi directement en conside´rant la proprie´te´ universelle de la localisation
simpliciale ; cf. [DK80b, proposition 3.5]).
4. Foncteurs homotopiquement exacts
4.1. Soient A et A′ deux cate´gories de Waldhausen de´rivables. Un foncteur Φ :
A −→ A′ est homotopiquement exact a` droite s’il ve´rifie les conditions suivantes.
HE1 Le foncteur Φ respecte les e´quivalences faibles.
HE2 Le morphisme 0 −→ Φ(0) est une e´quivalence faible.
HE3 Le foncteur Φ respecte les carre´s homotopiquement cocarte´siens.
On rappelle qu’un carre´ commutatif
X
a //
i

X ′
i′

Y
b
// Y ′
de A est homotopiquement cocarte´sien si Y ′ est la colimite homotopique du dia-
gramme ci-dessous.
X
a //
i

X ′
Y
(ou, de manie`re e´quivalente, si le carre´ commutatif conside´re´ est homotopiquement
carte´sien dans la cate´gorie d’objets fibrants Aop ; cf. 3.9).
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Par exemple, en vertu de [Cis08, (version duale de la) proposition 3.4], tout
foncteur exact a` droite est homotopiquement exact a` droite.
4.2. Soit A une cate´gorie de Waldhausen de´rivable. Pour chaque entier n ≥ 0, on
note ShnA la sous-cate´gorie pleine de de A
Fl∆n forme´e des objets X ve´rifiant les
deux conditions (a) et (b) ci-dessous.
(a) Pour tout i, le morphisme 0 −→ Xii est une e´quivalence faible.
(b) Pour tous i ≤ j ≤ k, le carre´ commutatif ci-dessous est homotopiquement
cocarte´sien dans A.
Xij

// Xik

Xjj // Xjk
On note wShnA la sous-cate´gorie de S
h
nA forme´e des e´quivalences faibles argument
par argument. On note wShA la diagonale de l’ensemble bisimplicial correspondant
(obtenu en prenant les nerfs des cate´gories wShnA). On a, par construction, une
inclusion d’ensembles simpliciaux, fonctorielle relativement aux morphismes exacts.
(4.2.1) wSA −→ wShA
La construction A 7−→ ShA est quant a` elle fonctorielle relativement aux foncteurs
homotopiquement exacts a` droite. Cependant, pour disposer d’un foncteur a` valeurs
dans la cate´gorie des ensembles simpliciaux pointe´s, on modifie wShA comme suit.
Soit Aw la sous-cate´gorie pleine de A forme´e des objets X tels que 0 −→ X soit une
e´quivalence faible. On munit Aw d’une structure de cate´gorie exacte de´rivable, en
prenant pour e´quivalences faibles (resp. pour cofibrations), les morphismes de Aw
qui sont des e´quivalences faibles (resp. des cofibrations) dans A. L’inclusion Aw −→
A est un foncteur exact, et induit donc un monomorphisme d’ensembles simpliciaux
de la forme wShAw −→ wShA. Cela permet de former le carre´ cocarte´sien suivant.
wShAw //

wShA

pt // wS′A
L’ensemble simplicial wS′A est canoniquement pointe´, et on dispose a` pre´sent d’un
foncteur A 7−→ wS′A de la cate´gorie des cate´gories de´rivables (avec pour mor-
phismes, les foncteurs homotopiquement exacts) vers la cate´gorie des ensembles sim-
pliciaux pointe´s. Les ensembles simpliciaux wShAw e´tant asphe´riques, par construc-
tion, on a des e´quivalences faibles de la forme
wShA −→ wS′A .
Dore´navant, l’espace de K -the´orie d’une cate´gorie de Waldhausen de´rivable A sera
de´fini par l’e´quation
(4.2.2) K (A) = Ω(Ex∞wS′A) .
Cela est justifie´ par l’e´nonce´ suivant.
Proposition 4.3. Le morphisme (4.2.1) est une e´quivalence d’homotopie faible.
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De´monstration. On va montrer que pour tout n ≥ 0, le nerf du foncteur
wSnA −→ wS
h
nA
est une e´quivalence d’homotopie faible. Pour cela, on conside`re ShnA comme une
cate´gories de Waldhausen avec pour e´quivalences faibles (resp. cofibrations) les e´qui-
valences faibles (resp. les cofibrations argument par argument) ; cf. proposition 1.2.
La cate´gorie SnA est quant a` elle munie de la structure de cate´gorie de Waldhausen
conside´re´e au nume´ro 2.12. Il est alors clair que l’inclusion de SnA dans S
h
nA est
exacte. On ve´rifie alors facilement que le foncteur SnA −→ S
h
nA ve´rifie la proprie´te´
d’approximation forte. La proposition 1.10 permet donc de conclure. 
4.4. Conside´rons la cate´gorie d’objets fibrants C = Aop . Notons Pw(C)• la cate´gorie
des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s sur C, munie de la structure de cate´gorie de
mode`les induite par Pw(C).
Soit C′ la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux poine´s
sur C dont les objets sont les pre´faisceaux simpliciaux qui sont isomorphes a` un
pre´faisceau repre´sentable dans HoPw(C). La cate´gorie C
′ est canoniquement munie
d’une structure de cate´gorie d’objets fibrants induite par la structure de cate´gorie
d’objets fibrants de´crite dans la remarque 3.13 : les e´quivalences faibles (resp. les
fibrations) de C sont les morphismes qui sont des e´quivalences faibles (resp. des
fibrations faibles) dans Pw(C)• (cette structure sur C
′ est bien de´finie, puisque C′
est stable par produits fibre´s homotopiques dans Pw(C)•). On de´finit par aillleurs C
′′
comme la sous-cate´gorie pleine de C′ forme´e des objets qui sont fibrants au sens de
la structure de cate´gorie de mode`les ferme´e sur Pw(C)•. C’est une cate´gorie d’objets
fibrants, dont les e´quivalences faibles et les fibrations sont celles de la cate´gorie de
mode`les ferme´e Pw(C)•. On dispose de deux foncteurs
C
h // C′ C′′ .
ioo(4.4.1)
En posant A′ = C′
op
et A′′ = C′′
op
, on obtient de la sorte des foncteurs exacts a`
droite entre cate´gories de Waldhausen de´rivables.
A
k // A′ A′′ .
joo(4.4.2)
La cate´gorie A′′ est par ailleurs la cate´gorie sous-jacente a` une cate´gorie simpliciale
qui n’est autre que la localise´e simpliciale de A. Le diagramme (4.4.2) est donc une
manie`re de voir le foncteur canonique de A vers sa localise´e simpliciale en termes de
foncteurs exacts a` droite. Les cate´gories A′ et A′′ sont, en outre, fortement sature´es.
Proposition 4.5. Les foncteurs j et k du diagramme (4.4.2) induisent des e´qui-
valences de cate´gories simpliciales au sens de Dwyer et Kan. Le foncteur j induit
une e´quivalence en K-the´orie, et si, en outre, la cate´gorie A est fortement sature´e,
il en est de meˆme du foncteur k.
De´monstration. Le fait que j induise une e´quivalence apre`s localisation simpliciale
est e´vident, et n’est mentionne´e ici que pour me´moire. Le cas du foncteur k se
de´montre comme suit.
E´tant donne´e une cate´gorie de mode`lesM, d’objet final ⋆, conside´rons la cate´gorie
M• des objets pointe´s de M (i.e. M• = ⋆\M). Notons Map(X,Y ) l’espace des
morphismes de X vers Y (pour X et Y dans M). Pour chaque choix d’un point
base x de X et d’un point base y de Y , l’espace des morphismes de (X,x) vers
(Y, y) dans M• est la fibre homotopique au-dessus de y : ⋆ −→ Y de l’application
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de Map(X,Y ) dans Map(⋆, Y ) induite par x : ⋆ −→ X. Ce calcul permet de voir
que le foncteur d’oubli de Pw(C)• dans Pw(C) induit un foncteur pleinement fide`le
Ho(C) −→ Ho(Pw(C)•) .
En effet, si X et Y sont deux objets de C, et si Rh(Y ) de´signe un remplacement
fibrant de h(Y ) dans Pw(C)•, il re´sulte de la proposition 3.23 que l’ensemble sim-
plicial Map(h(X),Rh(Y )) a le type d’homotopie de HomC(X,Y ), et, si 0 de´signe
l’objet nul de C, Map(⋆,Rh(Y )) = Map(h(0),Rh(Y )) a le type d’homotopie de
la cate´gorie HomC(0, Y ). Or cette dernie`re est contractile (car on ve´rifie aussitoˆt
qu’elle admet un objet initial), ce qui montre qu’il revient au meˆme de calculer les
espaces de morphismes entre h(X) et h(Y ) dans Pw(C)• ou dans Pw(C). Le fait que
k induise une e´quivalence apre`s localisation simpliciale re´sulte donc du lemme de
Yoneda simplicial de´montre´ par Dwyer et Kan dans [DK87].
Le reste de la proposition re´sulte du the´ore`me 2.15. 
Proposition 4.6. Tout foncteur homotopiquement exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables fortement sature´es induisant une e´quivalence apre`s loca-
lisation simpliciale induit une e´quivalence en K-the´orie.
De´monstration. Soit Φ : A0 −→ A1 un foncteur homotopiquement exact entre
cate´gories de Waldhausen induisant une e´quivalence apre`s localisation simpliciale.
En conside´rant la cate´gorie d’objets fibrants Ce = A
op
e , e = 0, 1, on dispose des
foncteurs
Ae
ke // A′e A
′′
e
jeoo
construits au nume´ro (4.4.2). Le foncteur Ψ = Φop induit une adjonction de Quillen
Ψ! : Pw(C0)• ⇄ Pw(C1)• : Ψ
∗
Comme Φ (et donc Ψ) induit une e´quivalence au niveau des localise´es de Dwyer-
Kan, cette adjonction de Quillen est en fait une e´quivalence de Quillen. En choisis-
sant une re´solution cofibrante fonctorielle Q dans Pw(C0)•, on construit a` partir du
foncteur Ψ! un foncteur Ψ!Q qui induit par restriction un foncteur
Φ′ = (Ψ!Q)
op
|A′
0
: A′0 −→ A
′
1 ,
lequel a le me´rite d’eˆtre homotopiquement exact a` droite. On obtient, de plus, une
e´quivalence faible naturelle
k1Φ(X) −→ Φ
′k0(X)
pour tout objet X de A0. Il est donc clair, d’apre`s la proposition 4.5, que Φ induit
une e´quivalence en K -the´orie si et seulement si Φ′ a la meˆme proprie´te´.
Le foncteur Ψ∗ respecte les e´quivalences faibles entre objets fibrants, et induit
donc un foncteur
ψ′′ = (Ψ∗)
op
|A′′
1
: A′1 −→ A
′
0 .
Soit R une re´solution fibrante fonctorielle dans Pw(C1)•. Le foncteur Ψ
∗R respecte
les e´quivalences faibles, et induit donc un foncteur
ψ′ = (Ψ∗R)
op
|A′
1
: A′1 −→ A
′
0 .
28 D.-C. CISINSKI
On obtient ainsi le diagramme suivant.
A′0 A
′′
0
j0oo
A′1
ψ′
OO
A′′1j1
oo
ψ′′
OO
Ce carre´ ne commute pas, mais on dispose d’un morphisme fonctoriel
ψ′j1(X) −→ j0ψ
′′(X)
qui a le bon gouˆt d’eˆtre une e´quivalence faible. Or ψ′′ est un foncteur exact a`
droite, et donc, en vertu du the´ore`me 2.15, il induit une e´quivalence en K -the´orie.
Par conse´quent, le foncteur ψ′ est homotopiquement exact a` droite, et induit une
e´quivalence en K -the´orie. Soit L : A′0 −→ A
′
0 le foncteur induit par la re´solution
cofibranteQ choisie plus haut. C’est un foncteur homotopiquement exact a` droite, et
on dispose, par construction de Q, d’une e´quivalence faible naturelle X −→ L(X)
pour tout objet X ′ de A′0. On en de´duit que L induit une e´quivalence en K -
the´orie. L’unite´ de l’adjonction (Ψ!,Ψ
∗) nous fournit une e´quivalence faible naturelle
ψ′Φ′(X) −→ L(X) pour tout objet X ′ de A′0. On en de´duit aussitoˆt que le foncteur
compose´ ψ′Φ′ induit lui aussi une e´quivalence en K -the´orie. Par conse´quent, il en
est de meˆme du foncteur Φ′, ce qui ache`ve la de´monstration. 
Remarque 4.7. Une preuve plus conceptuelle de la proposition pre´ce´dente est la
suivante. Si A est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable fortement sature´e, il
re´sulte de la proposition 4.5 et des the´ore`mes 2.9 et 3.25 que la K -the´orie de A
co¨ıncide avec la K -the´orie de sa localisation simpliciale au sens de Toe¨n et Vezzosi
[TV04]. Tout foncteur homotopiquement exact a` droite entre cate´gories de Wald-
hausen de´rivables induisant un foncteur qui commute aux colimites homotopiques
finies apre`s localisation simpliciale, la proposition ci-dessus re´sulte de l’invariance
de la K -the´orie des cate´gories simpliciales par e´quivalences de´rive´es (laquelle est
beaucoup plus triviale). Ceci dit, la construction qui va suivre (4.12) nous dit essen-
tiellement que toute la fonctorialite´ des cate´gories simpliciales pointe´es et admettant
des limites inductives homotopiques finies peut toujours s’exprimer en termes de
foncteurs exacts a` droite entre cate´gories de Waldhausen de´rivables (et fortement
sature´es).
4.8. Conside´rons une cate´gorie de Waldhausen de´rivable A.
Notons P(A) la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux sur A. On appelle cofibra-
tions e´paissies les e´le´ments de la plus petite classe de morphismes de P(A), stable
par image directe, composition transfinie, et re´tracte, contenant les morphismes de
la forme
∂ ∆n × h(X) −→ ∆n × h(X) ,
pour tout objet X de A, et tout entier n ≥ 0, ainsi que les morphismes de la forme
h(i) : h(X) −→ h(Y ) ,
pour tout monomorphisme scinde´ i : X −→ Y de A, tel que le morphisme 0 −→ X
soit une e´quivalence faible de A.
Lemme 4.9. La cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux sur A admet une struc-
ture de cate´gorie de mode`les ferme´e propre, dont les e´quivalences faibles sont les
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e´quivalences d’homotopie faibles argument par argument, et dont les cofibrations
sont les cofibrations e´paissies.
De´monstration. Tout morphisme pre´faisceaux simpliciaux sur A ayant la proprie´te´
de rele`vement a` droite relativement aux cofibrations e´paissies est une fibration de
Kan triviale argument par argument, et donc, une e´quivalence d’homotopie faibles
argument par argument. L’existence de cette structure de cate´gorie de mode`les
ferme´e re´sulte donc de l’existence de la structure de cate´gorie de mode`les injective
sur P(A) et de [Cis06, the´ore`me 1.6.2]. La proprete´ de la structure injective implique
celle de cette nouvelle structure de cate´gorie de mode`les d’apre`s [ibidem, corollaire
1.5.21]. 
4.10. On note P ′(A)• la cate´gorie des ensembles simpliciaux pointe´s sur A, munie
de la structure de cate´gorie de mode`les ferme´e induite par le lemme 4.9 (autrement
dit, les e´quivalences faibles sont les les e´quivalences d’homotopie faibles argument
par argument, et les cofibrations sont les cofibrations e´paissies). Il est remarquable
que pour tout objet X de A, le pre´faisceau repre´sentable h(X), vu comme un objet
pointe´, est cofibrant pour cette structure de cate´gorie de mode`les ferme´e (c’est entre
autre pour cela que l’on a “e´paissi” les cofibrations).
On de´finit P ′w(A)• comme la localisation de Bousfield a` gauche de P
′(A)• par
les e´quivalences faibles de A (vues commes des morphismes de pre´faisceaux via le
plongement de Yoneda).
On de´finit enfin Pex (A) comme la localisation de Bousfield a` gauche de P
′
w(A)•
par les morphismes de la forme
h(Y )∐Lh(X) h(X
′) −→ h(Y ′) ,
(ou` h(Y ) ∐Lh(X) h(X
′) de´signe la somme amalgame´e homotopique) induits par des
carre´s cocarte´siens de A
X
a //
i

X ′
i′

Y
b
// Y ′
dans lesquels i est une cofibration.
Les objets locaux de Pex (A) sont les pre´faisceaux simpliciaux sur A qui envoient
les e´quivalences faibles de A sur des e´quivalences d’homotopie faibles d’ensembles
simpliciaux, et qui envoient les carre´s homotopiquement cocarte´siens de A sur des
carre´s homotopiquement carte´siens d’ensembles simpliciaux. Autrement dit, ce sont
les foncteurs homotopiquement exacts a` droite de A vers la cate´gorie oppose´e de la
cate´gorie des ensembles simpliciaux pointe´s.
Soit Ex (A) la sous-cate´gorie pleine de Pex (A) forme´e des objets cofibrants (au
sens e´paissi) et isomorphes a` des pre´faisceaux repre´sentables dans HoPex (A). On
verra la cate´gorie Ex (A) comme une cate´gorie de Waldhausen de´rivable (et forte-
ment sature´e), dont les e´quivalences faibles et les cofibrations sont celles de Pex (A).
Proposition 4.11. Le plongement de Yoneda de´finit un foncteur homotopiquement
exact a` droite hA : A −→ Ex(A) qui induit une e´quivalence apre`s localisation
simpliciale.
De´monstration. Le fait que le foncteur hA soit homotopiquement exact re´sulte de
la de´finition meˆme de Pex (A).
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Notons R une re´solution fibrante fonctorielle dans la cate´gorie de mode`les ferme´e
P ′w(A)•. Si h : A −→ P(A) de´signe le plongement de Yoneda, on a un isomorphisme
canonique dans HoPw(A)•
HomA(−, X) ≃ Rh(X) ,
ou`, pour tout couple d’objets (T,X) dans A, HomA(T,X) de´signe l’espace des mor-
phismes de T vers X dans la localise´e simpliciale de A. Le the´ore`me 3.10 applique´
a` Aop s’interpre`te alors en disant que, pour tout objet X de A, le pre´faisceau sim-
plicial Rh(X) est fibrant dans Pex (A). Cela implique aussitoˆt que le foncteur hA
induit une e´quivalence apre`s localisation simpliciale. 
4.12. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur homotopiquement exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables. Conside´rons le foncteur Φ! obtenu comme l’extension de
Kan a` gauche de Φ le long du plongement de Yoneda de A dans P(A)•. On ve´rifie
imme´diatement, par de´finition de Pex (A), qu’il de´finit un foncteur de Quillen a`
gauche
(4.12.1) Φ! : Pex (A) −→ Pex (A
′) .
Le foncteur Φ! envoie Ex(A) dans Ex(A
′). On obtient de la sorte un foncteur encore
note´
(4.12.2) Φ! : Ex(A) −→ Ex(A
′) .
Ce dernier intervient dans le carre´ ci-dessous.
A
hA //
Φ

Ex(A)
Φ!

A′
hA′
// Ex(A′)
(4.12.3)
Le foncteur (4.12.2) est la restriction d’un foncteur de Quillen a` gauche, ce qui
implique que c’est un foncteur exact a` droite.
Le carre´ (4.12.3) est (essentiellement) commutatif si et seulement si le foncteur Φ
pre´serve les objets nuls. Dans le cas ge´ne´ral, il ne commute pas, mais on a ne´anmoins
un morphisme fonctoriel
(4.12.4) hA′Φ(X) −→ Φ!hA(X)
qui a le bon gouˆt d’eˆtre une e´quivalence faible : il provient d’un carre´ cocarte´sien
de la forme
hA′Φ(0) //

hA′(0)

hA′Φ(X) // Φ!hA(X)
dont la fle`che horizontale supe´rieure est une e´quivalence faible, et la fle`che verticale
de gauche, une cofibration e´paissie ; la structure de cate´gorie de mode`les ferme´e
du lemme 4.9 e´tant propre a` gauche, cela montre que le carre´ ci-dessus est homo-
topiquement cocarte´sien, et implique donc bien que (4.12.4) est une e´quivalence
faible
La construction A 7−→ Ex(A) est donc un (pseudo-)foncteur qui envoie les
cate´gories de Waldhausen de´rivables sur des sous-cate´gories de Waldhausen de
cate´gories de mode`les ferme´e simpliciales avec factorisations fonctorielles, et qui
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envoie les foncteurs homotopiquement exacts a` droite sur des foncteurs exacts, ob-
tenus commes des restrictions de foncteurs de Quillen a` gauche. Le foncteur induit
par le plongement de Yoneda hA : A −→ Ex(A) est un 2-morphisme lax de fonc-
teurs (une transformation naturelle a` homotopie cohe´rente pre`s). En outre, si le
foncteur Φ! du diagramme (4.12.2) induit une e´quivalence apre`s localisation sim-
pliciale, alors le foncteur (4.12.1) est une e´quivalence de Quillen.
Corollaire 4.13. Un foncteur homotopiquement exact a` droite entre cate´gories
de Waldhausen de´rivables induit une e´quivalence de cate´gories homotopiques si et
seulement s’il induit une e´quivalence entre les localisations simpliciales correspon-
dantes.
De´monstration. La proposition 4.11, le carre´ (4.12.3), et la transformation naturelle
(4.12.4) montrent qu’il suffit de traiter le cas d’un foncteur exact a` droite. Ce
corollaire re´sulte donc de la version duale du the´ore`me 3.25. 
Corollaire 4.14. Soit Φ : A −→ A′ un foncteur homotopiquement exact a` droite
entre cate´gories de Waldhausen de´rivables induisant une e´quivalence de cate´gories
homotopiques HoA ≃ HoA′. Alors Φ induit une e´quivalence d’homotopie K (A) ≃
K (A′). En particulier, si A et A′ sont fortement sature´es, alors Φ induit une e´qui-
valence d’homotopie
K (Φ) : K (A)
∼
−−→ K (A′) .
De´monstration. Cela re´sulte du corollaire pre´ce´dent, de la proposition 4.6, et de la
construction explicite´e au nume´ro 4.12. 
Scholie 4.15. La construction donne´e au nume´ro 4.12 permet de comprendre la K -
the´orie des cate´gories simpliciales en termes de cate´gories de Walhausen de´rivables
fortement sature´es. Si T est une cate´gorie simpliciale avec un objet (homotopi-
quement) nul admettant des colimites (homotopiques) finies, on peut conside´rer
la cate´gorie P(T )• des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s, munie de la structure de
cate´gorie de mode`les projective, puis conside´rer la localisation de Bousfield a` gauche
Pex (T ) de P(T ) dont les objets locaux sont les foncteurs simpliciaux de T
op dans
la cate´gorie simpliciale des complexes qui commutent aux colimites finies. On note
alors M(T ) la sous-cate´gorie simpliciale pleine de Pex (T ) forme´e des pre´faisceaux
simpliciaux cofibrants faiblement e´quivalents a` un pre´faisceau repre´sentable. La
cate´gorie M(T ) est une cate´gorie de Waldhausen de´rivable fortement sature´e (ob-
tenue comme une sous-cate´gorie de Waldhausen de Pex (T )). Si Φ : T −→ T
′ est
un foncteur simplicial qui commute aux colimites finies (au sens homotopique), son
extension de Kan a` gauche
Φ! : P(T ) −→ P(T
′)
induit par restriction un foncteur exact (a` droite)
M(Φ) :M(T ) −→M(T ′) .
On obtient de la sorte un (pseudo-)foncteur de la 2-cate´gorie des cate´gories simpli-
ciales admettant un objet nul et des colimites finies vers la 2-cate´gorie des cate´gorie
de Waldhausen de´rivables fortement sature´es. On peut alors de´finir la K -the´orie
d’une cate´gorie simpliciale T en posant K (T ) = K (M(T )). Les re´sultats ci-dessus
permettent de voir que l’on retrouve de la sorte une de´finition e´quivalente a` celle
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de Toe¨n et Vezzosi [TV04] (avec l’avantage que cette de´finition est d’avantage fonc-
torielle). Enfin, les propositions 4.6 et 4.11 peuvent se reformuler en affirmant que
l’on a des e´quivalences d’homotopie faibles fonctorielles
K (A) ≃ K (Ex(A)) ≃ K (M(Ex(A)))
pour toute cate´gorie de Waldhausen de´rivable A.
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